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O objetivo deste trabalho é mostrar a influéncia da 
toroidicidade na estabilidade de plasmas em sistemas toroidais 
tipo tokamaks com seção circular. Usando a equação de movimento 
da. teoria magnetohidrodinámica ideal expandida em A-l pequeno 
onde A é a razão de aspecto de toróide definida como razão entre 
o raio maior com raio menor de toróide,como foi feito por Cope -
nhaver(l976), desenvolveu-se um programa computacional pelo méto 
do de tiro ao alvo . 
Calculou-se a variação da.razap de crescimento de mo-
dos instáveis em funçaõ da razão de aspecto para perfis de Suy -
dam estável e instável • Obser.vou-se que existem duas classes de 
modo kink, m = 1 ·, para tokamaks de baixo - 8 . A primeira, modo 
kink interno. surge quando o fator de fuga q nÓ eixo magnético 
está abaixo de unidade, q(O) < 1, e a sua razão de crescimento 
.decresce com o aumento da toroidicidade. A outra, modo kink cen-
tral, surge quando o fator de fuga q no eixo magnético é apr~ 
ximada~ente igual a um e a razão de crescimento cresce com o au 
menta do efeito toroidal. Estes modos instáveis existem indepen-
dente da estabilidade Suydam . 
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1 INTRODUÇÃO 
Um dos problemas principais para demonstrar a viabili -
dade de fusão termonuclear controlada é o problema de confina-
menta de plasma. Entre os vários aspectos do problema estudado ,o 
de instabilidades magnetohidrodinâmicas (HHD) , em particular,nu-
ma geometria toroidal ocupa um lug~r de destaque. 
Extensas investigaçEes foram realizadas por muitos au-
tores para determinar o espectro instável dos modos HHD . Partin-
do das equações de MHD ideal , Bernstein et al. (1958) formula-
ram o .princípio de energia. Este princípio diz que se a variação 
da energia potencial resultante.de um pequeno deslocamento -+ t; de 
seu equilíbrio é· positiva , óW > O , então o plasma é estável e, 
no caso contrário,o plasma é instável. O princípio de energia foi 
utilizado por Newcomb (1960) e Suydam (1958) que,o aplicaram para 
os estudos da estabilidade de um pinch linear difuso e estabelec~ 
ram condições mais explícit&s de necessidade e. suficiéncia para 
a estabilidade. Em particular,um c-ritério necessário para estabi-
lidade de deslocamentos localizados foi obtido por Suydam (1958). 
A vantagem do princípio de energia é a sua generalidade em que 
permite usar o método variacional a·fim de derivar as condições 
de estabilidade. No entanto, esta generalidade se limita , em es 
s~ncia, a dar somente a informação se um plasma cm equilíbrio e 
exponencialmente estável ou não, sem dar qualquer outra informa 




Na pesquisa de configurações estáveis ou menos instá-
veis ) de plasma cilíndrico, um dado importante e a máxima razao 
.de crescimento das instabilidades. Isto pode ser obtido, resolven-
do a equação de movimento do pinch linear difuso ao invés de usar 
a equaçao ae Euler , obtida do princípio de energia. Esta li-
nha de pesquisa começou com Hain e LUst (1958) que resolveram nu-
meri·camente a equação de movimento para configurações bem par-
ticulares. Seus resultados são tão limitados que são insuficien 
tes para relacionar a geometria .do equilíbrio com a natureza· das 
instabilidades. 
Para evitar estes problemas, Goedbloed e Sakanaka (1974 
-I). desenvolveram o conceito de estabilidade - a como uma exten-
sao do princípio de energia. Um equilíbr·io e denominado estável-a 
se não há perturbações que cresçam mais. rapidamente que 
exp( at ) . Uma classificação das configurações de equilíbrio ci-
líndrico foi feita por Sakanaka e Goedbloed (1974-II) e a estabi-
dade - a das classes destes equilíbrios fo~ ex~ensivamente explo-
rada. 
O objetivo deste trabalho e o estudo da estabilidade de 
um tokàmak com seção circular supondo que a razao de aspecto é su 
ficientemente pequena para poder modelur o toro::l.de como um cilin 
dro mais uma correçao toroidal proporciona: aoinverso da razão de 
aspecto. Razão dê aspecto é a relação entre o raio maior e o ruio 
menor do toroide. Tenta - se aqui verificar se a toroidicidude es 
tabiliza 011 deestabiliza os modos instãveis de um plasma cilindr! 
co. Por tokamak ( Artsimovich(l972) ) entende - se por um sistema 
- s - L_ 
toroidal de simetria axial em que o plasma está confinado pelo 
campo magnético helicoidal criado pela superposição de um forte 
eampo toroidal externo e pelo campo poloidal produzido pela cor-
rente ao longo do plasma. Denomina - se deestabilizante ou estabi 
lizante o aumento ou -a diminuição da razão de crescimento de mo-
dos instáveis. 
Esta dissertação·está distribuída como se segue. No ca--
pítulo 2, sao apresentadas,na primeir~ parte,a teoria de estabi-
lidade - o e a derivação da equação de Euler - Lagrange para est~ 
do da estabilidade MHD de um plasma cilíndrico.Na segunda parte é 
mostrada a derivação da equação de Euler - Lagrange com efeitos 
toroidais para um tokamak de seção circular. Verifica - se que no 
limite de grande razão-de aspecto, a equaçao se torna igual a 
aquela obtida anteriormente. 
No capítulo 3 o método numérico tiro ao alvo ( ahooting 
aode ) e desenvolvido para a resolução da equaçao de Euler - La-
grange com efeitos toroidais. Este método baseia - se no trabalho 
de Sakanaka e Goedbloed (1974-II). 
Uma classificação de estabilidade MHD de pinch linear 
. ~ difuso e dada no capítulo 4 . Apresentam - se tres tipos de modo 
kink instável : interno, central e exterrio. 
Finalmente, no capítulo 5, são dadas as condições de es 
tabilidade de um tokamak de baixo - B • são apresentados os resul 
tados numéricos da variação de estabilidade para n fixo e k fixo 
no modo kink. Como principal resultado deste trabalho,observou-se 
que existem parSmctros estabilizantes como tamb~m deestabilizante 
- 6 
2 EQUAÇÃO DE EULER - LAGRANGE PARA O ESTUDO DA 
MAGNETOHIDRODINÂMICA IDEAL 
ESTABILIDADE 
Neste capítulo serao desenvolvidas duas equaçoes de Eu-
ler - Lagrange que extremizam- 61'1", i. e., a variação da energia 
- + • potencial devido a uma perturbaçao ~ sobre o equilLbrio • 
A primeira delas refere - se a estabilidade de plasma 
cilíndrico de seção circular.Ela foi desenvolvida por Goedbloed e 
Sakanaka (1974-I) que formularam a teoria de estabilidade - o co-
mo uma extensão ao princípio de energia de Bernstein e~ al. 
(1958). 
A segunda se refere a estabilidade de plasma toroidal 
de seçao circular. Foi feita uma expansão da equação toroidal em 
termos do inverso da razão de aspecto e se restringiu a expansao 
até de primeira ordem. Obtem_- se então a equação de Euler~ La-
grange com efeitos toroidais. 
2.1 EQUAÇÃO DE EULER LAGRANGE PARA UM PLASMA CILINDRICO 
Supomos para o presente estudo um plasma neutro com con 
dutividade infinita e sem influ~ncia da f6rça de gravidade. 
As equaç6es de magnetohidrodinãmica ideal, por exemplo, 
em Krall e Trivelpiece (1973) , são as seguinte,;. A equação de 
transfer~ncia de momento: 
... dv -+ · _,_ Pat + pv. 'V v -~ -vp + )xi3 . ( 2 .1) 
I 
l 
A eguaçao de continuidade 
ap· ... 
0 t + V. ( PV) ~ 0 • 
"A lei de Ohm 
Ê + vxi3 ~ o . 
A lei adiabática para um observador· fixo, 
a ... -r ( at + v. v) (pp ) ~ o • 





... + VxB J 
... 






( 2. 6) 
(2.7) 
As ~atações e o sistema de unidade ( sistema Gaussiana raciona-
lizada ) são idênticas com aquelas do trábalho de Goedbloed e 
Sakanaka (1974-I). A exceção é que aqui r ém utilizada como ra-
zao de calores específicos. 
·t 
As equações acima sao aplicadas se as seguintes conside 
raçoes são satisfeitas. (1) O sistema é neutro .,isto é, a distân-
cia de blindagem de Debye é pequena comparada com a dimensão do 
sistema. (2) A razão entre as massas de elétrons e de íons é mui-
to pequena. (3) O tensor de pressão é isotrópic~ o que implica em 
muitas colisões num certo tempo característico, donde decorre uma 
pressão escalar.(4)As orrentcs de deslocamentos são desprezíveis; 
esta aproximação é válida se a velocidade de propagação da onda 
de Alfvén é pequena em comparação com a velocidade da luz.( 5 ) O 
fluxo de calor é desprezível, o que justifica a lei adiabática 
(6) Todas as distâncias são grandes comparadas com o raio de ór-
I j 
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bita de Larmor 
O modelo para o estudo de estabilidade de MHD ideal cog 
·siderado neste item, é uma configuração de plasma com simetria ci 
líndrica, infinitamente longa e com as seguJntes propriedades 
(a) o campo magnétic·o de equilíbrio possue componentes azimutal e 
longitudinal que dependem somente de r ;'bl o plasma se extende 
até uma parede perfeitamente condutora,portanto não há região de 
vácuo . 









-t .... ~ J xB 
. o o 
o ' ( 2. 8) 
descrevem o sistema numa configuração de equilíbrio estático com 
_,. 
v ~ O e sem dependência de tempo .. 
A linearização das equaçoes (2.1) a (2.7) e ::eita na 
representação Lagrangeana do movimento de fluido como em 13erns--




sição .... -· inicial, e de tempo t . o veto r de deslocamento i, ( r , t ) 
o 
está relacionado por 
_,. _,. _,. 
r (t) + t;(r ,t) 
o o 
( 2 o 9) 
; - _,.r(t) a pos~çao do elemento de fluido num instante t . Para 
.... 
primeira ordem em E. temos o operador gradiente na forma 
onde 
+ V ··V -(V .r,) .V 
o o o 








A estabilidade do plasma em torno de um determinado es 
tado de equilÍbrio é avaliada através da variação ôW de sua ener 
gia + potencial com relação a pequena perturbação ~ . As variáveis 
perturbadas em termos de primeira ordem em ! das quantidades 









13 + Q + <t.v J.Ê 
o o o 
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7 ~ · ~ X ~ ~ 
]
0 
- {(V .0 .V }xB + V xv +V x{ (i; .V )B } (2.16) 
o o o . o o o o 
Substituindo as expreés6es (2.11) a (2.16) na Eq. (2.1) e desprc-
_,. 
zando os termos acima de primeira ordem em r; e usando as equa-
ç6és de equilÍbrio,obtem-se a equaç":o linearizada de movimento 
na forma 
-+ -> 
F { i; } (2.17) 
onde 
~ + + + + ~ -~ -~ 
F { O "~ v { ( r p v . r. + ( c. v J p } + ( v x B J , o- l3 x ( I' , o J . (2.18) 
Este e um operador de f5rça , linear e auto - adjunto obtido 
primeiramente por Bernstein ct u.l.. (1958) Notcun - .se: que 
as equaçoes de primeira ordem para 8 ' dt•;Jcn-, J , p , p e r 
dcm todas Oc -> r:_ mds não de -· r, Esta prooriedadc se segue da ncttu-
reza conservativil do sistema Na Eq. (2.18) foi eliminudo o ínclice 
o por ser desnecessário. 





um funcional de ene.rgia , W , foi def·inido como 
2 
wa ·~ w + a I 
~nde W ~ -~ Jt.F{t)dT e a variação da energia potencial 
· - 10 - L 
(2.19) 
é a variação da energia cinética assoc·iada com a perturbação que 
cresce com a razao exp(at) e I.é o virial 
(2.20) 
Este funcional possue o termo a2I que nao existe na definição de 
de W dado por Bernstein . Pode ser escrito como ·produto 
com o operador de fôrça reduzida : 





Pode - se dizer que a fÔrça para induzir uma instabilida 
de- a é reduzida pela quantidade pa 2 t em relação à fôrça no con 
ceito usual 
A extremização do funcional de energia modificado (J I w I 
segundo a norma 1 '+ + 2J~.p~dT ~.I , leva a equação de Euler 
F"{tJ ~o I (2.24) 
com as devidas condições de contorno. De (2.18) e (2.24) obtem-
-se um sistema de três equações diferenciais parciais acopladas 
de segunda ordem. Quando a configuração de equili6rio independe 
de duas coordenadas,ou seja, e e z , o sistema de equaçao se rc-
duz a uma equaç·ão ord iniir ia de segunda ordem em r. 
Seja um plasma cilindrico limitado por uma parede condu-







p(r) , Bz(r) e B6 (r) que estão ligados um a outro através da equa-
ção de equilíbrio 
o (2.25) 
a2 + a2 
z 6 
Introduz - se a função d~ do tipo 
t = {~ (r),~ 8 (r),~ (r)}exp(im6 + ikz) · r z (2.26) 
então para cada componente de Fourier (m,k) do sistema de Eq(2.24) 
temos a equaçao diferencial de segunda ordem para ~r e duas rela-
ções expressando ~ 6 e ~z em função de ~r e (r~r)' Usando tam-
bém a equação de equilíbrio, Eq. (2.25), obtem- se, após uma tedio 
sa transformação algébrica a seguinte equação diferencial de segu~ 
da ordem para r~ ( Goedbloed e Sakanaka (1974-I) 
r 
onde 
ª- [ ( p (J 2· 
dr . 
- [P a 2 + 
kB 8 mBz + r{2--(--
r2 r 
F 
com as condições de contôrno 




( 2. 29) 
(2.30) 
Fazendo x - rtr' podem- se escrever as Eqs. ( 2.27 ) e 
(2. 30) como 
I 
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[f(o)x' ]' - g(o) x ~.O (2.31) 
e x(r=O) = x(r=a) = O (2.32) 
respectivamente, de maneira que a equaçao diferencial, Eq. (2.31) 
é a equação de Euler correspondente ao funcional 
J{x} - l 0 [f(o)x' 2 + g(o)x 2 ]dr (2.33) 
A grande diferença. entre a equaçao de o- Euler com a 
forma usual de Newcomb (1958) é o fato de que a E (2 31) q. . e· na o 
singular para o 2 > O enquanto que a equação de Euler marginal 
o- O , possue singularidades nos pontos onde F ~ O . 
o cálculo variacional , pelo seu critério de Jacobi,nos 
diz que o funcional quadrático J{x} é positivo definido se a sua 
solução x"" x(r) da equação· de Euler corresponde a um mínimo 
do funcional J{x} ao longo do caminho extremo e se nao possue 
zeros no intervalo O < r < a . 
·Esta condição permite formular o. seguinte teorema para 
estabilidade - a : " para valores _especificados de m e k,o pinch 
linear difuso é estável - a , se e só se , a solução nao trivial 
da equação de a - Euler que se anula em r = O não possua um ze-
ro no intervalo aberto (O, a) "(Goedbloed e Sakanaka (1974-I) 
Surge disto um método prático de calcular a ~stabilida-
de - a • Dados m .e k , e um valor fixo de a , um equilíbrio é es-
tável - o se a solução da Eq. (2.27) com as condições de concÕrno 
Eq. (2.30) nao apresentar nenhum zero entre os pontos O e u 
Um equilíbrio t> dito estável-o se a estabilidade, que por vcntu-
ra existir, n.:1o crescer mais rapidamente do que exp (at). Se o 
I ,_ 
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equilíbrio for instável - a , pode - se determinar a razao de 
crescimento y simplesmente aumentando o valor de a tal que o ze 
ro do a se desloca da região entre O e a até a posição a • 
Neste ponto o equilíbrio é marginalmente instável - a , isto e , 
y ~ " Note ~ se também que F{!J sendo auto-adjunto, o valor 
próprio o tem que ser real. 
Goedbloed et aL (1974-I) fizeram também a análise espec-
tral relacionado ao lado instável do espectro. Isto é evidente ao 
substituir a dependência temporal da forma exp(iwt) na Eq. (2.24~ 
ou, mais explicitamente substituir o 2 por -w 2 na Eq.(2.27l; ob-
tendo - se uma equação de Euler igual a equação de movimento 
já derivada por.Hain e LUst(l958) Nestes termos as Eqs. (2.31) e 
(2.32) podem ser escritas como 
[f(iw)x']' - g(iw)x o 
e x (r ~" O) ~ x (r "" a) ~ O ; 
(2.34) 
(2.35) 
E. evidente que a Eq. (2.34) é não singular para w2 <0 , tal que 
o lado instável do espectro é um espectro discreto. E aind~, para 
w2 ~ 0 1 a equação se transforma na equação singular marginal e 
para w2 > O , a equaçao adquire um numero de si n<]ulariclades 
q~c ~rigina autofunções singulares e espectros contínuos . 
A ligação entre a estabilidade - o e o lado instável do 
espectro baseia -se na propriedade Sturmiana da equação de movi-
menta (2.34) para w7 < O • Esta propriedade significa que 
os zeros das soluções oscilatórias se ~to vem monotonicamen te com o 
o aumento de - w2 . Esta é a propriedade básica da equação de mo 
I 
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virnento do pinch l.inear difuso para w 2 < O cujo teorema acima se 
gue de imediato 
• 
Para a resolução n-umérica da equaçao de o - Euler , a 
propriedade Sturrniana permite desenvolver um esquema numérico de-
nominado método de tiro ao alvo , que será abordado no próximo 
capítulo 
I ..... 
2.2 EQUAÇÃO DE EULER - LAGRANGE PARA UM PLASMA 
COM SEÇÃO CIRCULAR 
TOROIDAL 
O estudo da estabilidade de um equilíbrio toroidal de 
simetria axial com seção transversal circular é realizado usando 
urna aproximação c.ilíndrica na equaçao de autovalor com uma pequ<::_ 
na correção toroidal • 
Para uma config"uração de simetria axial,_Fig.2.1, esco-
lhe - se um sistema de coordenada de fluxo magnético •• x, •• em 
que • e o ângulo azimutal ( toroidal ) e X é um ângulo poloidal 
de modo que as superfícies constantes x são ortogonais a super-
fícies x e • . 
dades 
A equaçao de fôrça, Eq~ (2.17) , que descreve instabili-
MHD ideal, foi deduzida por Goedbloed (1975) num sistema 
-· de coordenadas ortogonais •, -X, <j> centrada no eixo magnético. E. 
e 
+ - - . -+ F sao projetados sobre o vetor normal à superfície magnetlca n, 
e sobre as direções tangentes à superfície magnética, ~" , perpen-
dicular -· a linhas de campo, e c11 , paralelo a linhas de campo 





Fig. 2.1 Configuração de simet_ria axial. 
Coordenadas toroidais (1/l,x,ç) 
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(2.36) 
onde k, k ~ n/R
0
, e o número de onda toroidal, a equaçao de fôr-
"ça resulta na forma 
onde 
rF X 








1 (1 , (1 (1 B (2.38) 
I 2 2 2 2 2 3 
J R B B<l> X 
e 
D(rp+B 2)D 1 1 1 DG(rp+B 2 ) DfpF - --F-- F-
J R2B2 J 
X 
_2 __ (TI + q). I) 2 u-"->B 2 
-
- IJ (Til + 
J2 ax 
-(rp + B2) GD -GrPG - B 2G-~B2 -GrpF F .. 
'-J 2 .aÀl B2 B2 
IJ B
2 (n T + ~- ·-B 2F~FB 2 ax Bq,B 
-FrpG -Fr DF; 
. j 
Os operadores gradientes D, F e G projetados em 
possuem a forma 




enquanto que os termos de curvatura transversal e longitudinal T 
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e À, respectivamente, estão relacionados com as curvaturas polol 
dai, kp , e toroidal.,kt , 
B 




-I'· dl)J (JBX) À (2.40) 
Usando a definição de linha fechada, considera - se que 
a função 
é periÓdica em X, isto é, 
X.(l)J,l) =X.(IjJ,O) =l, 7- ,_ 
a qual é satisfeita se existem intfeiros m e k tal que 
I 





Shafranov (1966) demonstrou que, quando uma coluna cilíndrica de 
plasma é transformada em um toróide a forma das superfícies ma-
·gnéticas não se altera , em primeira ordem com relação a a/R., o 
(! 
inverso da razão de aspecto, mas se deslocam uma em relação a outra. 
Definindo os termos do ope'rad.or fôrça como funções me-
dias sobre a superfície de fluxo, 
<F .. > 
'1-J I'}t J(~·.xlexp{-iCm* <x' ldx' lF,:j. 
exp{ifxm(x' ldx' l 
o 




e auto-adjunto, <F .. > •· 
. 'L t1 
+ 
<F .. > 
J '· 
O seguinte resultado da equação 
diferencial de segunda ordem foi obtida por Copenhavcr (1976) 
onde 
e 




sao definidas como 
aal1-ª.._ + 
al/1 aljl b11 <F11> 
b22 <F22> 
b33 <F33> 
E.E.1 2 Õljl + b 12 <F12> 
a a 
<F13> -··13 Õljl 
b23 <F23> 
+ 'w2<po. > 1 








ao eliminar o termo dX 
d'i' usando a seguinte função 
X ( ~) 1 g ( ,,, ) X (~)exp{- -!~L d~} 
o 2f(~} ' 








Para a melhor· compreensão da natureza dos efc,itos to-




roidais 1 aplicamos a Eq.(2.46) para um tokamak com grande razao de 
aspecto,e de seção transversal circular e de perfis arbitrários 
"de pressao e de corrente. 
Uma transformação do sistema de coordenadas de fluxo ma 
gnético, Fig.2.1 , p~ra o sistema de coordenadas ( R, 0, Z ) 
Fig.(2.2), é requerida para o estudo de um tokamak de seçao circu 
lar. As superfícies de fluxo- destes equilíbrios na primeira ordem 
da razão de aspecto são conhecidas serem círculos deslocados. Ca-
da círculo possue seu raio r e seu centro está deslocado do ei-
xo da supe~fície condutora por uma distância ç , Fig. (2.2) O 
deslocamento do eixo da superfície toroidal do eixo magnético e 
representado per ~ . Então as variáveis R e Z nas coordenadas 
cilíndricas podem ser representadas como 
e 
R R + ç + rcose 
·C 
Z ~ rsene 
(2.47) 
onde Rc e a sao raio maior e menor de um toróide,respectivame~ 
te, Fig. (2. 2) 
A equaçao de equilíbrio toroidal , 
o ' (2.48) 
na forma linearizada para um tokamak circular de grande razZio de 
aspecto resulta,em ordem zero, 
fu>_ + l d r" ld n
2 B2 
dr 2(R ,v <fi + --- 8 + -o o + 2dr r ' c 
(2.49) 
e cm primeira ordem 
:r:_ cjp B2 n2 B2 • B2 e ç'L<_o_l e 8 • 
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Sistema de. coordenarl.as .para tokamak 
de s~ç~o circular,r, ,Z. R= raio 
. c 
maior do toróide,D = deslocamento 
. mag 
do eixo magnético. 
j 
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Usando estas equaçoes,e com numerosas transforma-
çoes algébricas,a Eq. (2.46) resulta numa equaçao ordinária de se 
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No limite cilÍndrico , A ~ ~ ou R ~ ~ , nq(r) mante~ 
c 
-se.fixo enquanto que o número de onda toroidal, n, tende ao in 
finito e a equação de Euler - Lagrange com ,efeitos toro ida is 
Eq. (2.51), se transforma identicamente em Eq. (2.27) • Verifica-se 
' tambem ·que as efeitos toroidais surgem somente no termo H (r) .A 
_j 
Eq. (2.51) possue as seguintes condições de contôrno, 




A resolução numérica desta equação de Euler - Lagran-
ge e descrita no próximo capítulo onde a solução pelo método de 
tiro ao alvo é obtida 
l 
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3 M~TODO NUM~RICO 
Este capítulo descreve um procedimento numérico para 
resolver a equação de Euler - Lagrange para. um plasma toroidal 
Eq. ( 2. 51 ~Obtem se, para valor e:: dados dos números de onda m e k,com 
as condições de contorno , Eq. ( 2. 53) , as au tofunções , r E; r, e os 
autovalores , o , denomin~dos de razões de crescimento de instabi 
lidades . A resolução da Eq. (2.27) para um confinamento cilíndri 
; 
co (Sakanaka e Goedbloed(l974;-IItambem foi realizado no decurso 
do desenvolvimento deste trabalho. 
São dados dois perfis de equilíbrio: o de pressao, p(r) 
e o do inverso de passo das linhas do campo magnético helicoidal, 
~(r) . Este é definido como ~(r 
B8 (r) 
) ~ rBz (r) .Da equação de e-
quilíbrio, Eq. (2.25) transformada como 
pode- se obter o terceiro perfil de equilíbrio , Bz(r) 
--se a função 
b(r)~ 
B8 (r). 
-- "" ll(r)B (r) 
r z 
( 3 .1) 
Define 
( 3. 2) 
e determinam- se as densidades de corrente longitudinal , J (r) 
z 
e azimutal , J 8 (r) , da.s equações de ~laxwell, obtendo-se 
e 
ld {r 2b (r)} 
rdr ( 3. 3) 
( 3. 4) 
Os coeficientes g (r) e 11 (r) da equaçao de Euler-
- Lagrange possuem diverg&ncias em r O • Afim de podet· resolver 
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a equação(2.51) em torno deste ponto, utiliza-se a Eq. (3.2) e r~ 
arranja-se da seguinte maneira para modos m t O , 
onde 
e. 
ª-[rg(rlª-(r~ >] - H(r)~ ~O dr dr r r ' 
g(r) 
H(r) 
(po2 + p2)(po2(rp + B2) +r~ 
D 
( 3. 5) 




+~<ri'- 1)} + r~rqA ,(3.7) 
tal que 
e 
F ~ mb + kB ~ 
F ~ po2 + p2 
B 
q ~ B po2(rp + 




qAc~ b2 + 2kb (mB~. 
+rpF2 
( 3. 8) 
+ k2r2)g 
·B ' 
kbr 2) (l + 
q 
~t>l 0s 
Como as várias fórmulas de integração•numérica utiliza 
das só funcionam conhecendo - se alguns pontos anteriores, então 
a expansao em torno de r ~ O é necessária ser feita. A expres-
são seguinte , 
( 3. 9) 
descreve a expansao até a quarta ordem naquele ponto .Utilizando 
esta equação, permite encontrar uma expressão analitica d1 solu-
ção da Eq. (3.5),em torn9 de r~ O, dadas as condiçÕes iniciais 
~(O) ····O e i;' (O) const. 
Resolve - se numericamente a equaçao de Euler - Lagra~ 
ge, transformando - a num sistcmp. de duas equações diferenciais 
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de primeira ordem na forma 
~~(r) 1.cn (rl - f;r(r)) 
' r g(r) (3.10) 
H(r)f;r(r) - n (r) 
n 1 (r l 
r 
(3.11) 
onde n(r) g(r)~ (rf; ) 
r r· 
(3 .12) 
A fórmula de Moulton do métqdo de preditor - corretor ( Issacson 
e Keller (1966) ) é utilizada para resolução deste sistema de 
equaçoes diferenciais • Nesta fórmula, o preditor da Eq.(3.10) e 
escrito como 
e o corretor 
3 
f;k+l f;k + t.rt=laZ E; 
1 (rk-1.+1 'nk-Z+l 'f;k-Z+l l 
onde os coefeciente s. e 
J 
8 . 55/24 
J 
e 
a o para 
J 
; -59/24 
j = 0,1,2,3 sao 
37/24 ; -9/24 





Conjuntamentep mesmo procedimento é utilizado na Eq. (3.11) A 
fÓrmula de Moulton só pode ser utilizada quando os quatro valores 
anteriores de E;(r) e de n(r) estivcrere·determinados. 
A equação de Euler - Lagrange marginal (a c. O) possue 




Eq. ( 3 • 8) mas 
para a f O , ·g > O , a equação é nao singular nestes pontos. En-
tretanto para a maioria dos casos a - -e pequeno e a cquaçao se 
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aproxima da singularidade . E-necessário prestar uma atenção es-
pecial na resolução da equação nestes pontos. Estes pontos de qu~ 
"si-singularidade foram denominados de sigma- singularidade. 
Para a resolução d"' uma o-singularidade testa ponto a 
ponto a mudança de sinal de F, Eq. (3. 8) . Onde isto acontece é, ju~ 
tamente, o ponto r de sigma- singularidade.Faz-se uma interpola 
. s. 
ção quadrática em torno deste ponto se existir um certo N,inteiro 
1 - t>r -muito maior do que 1, tal que vale a re açao N = 6r , onde t>r e o 
incremento radial da resolução. da equação de Euler- Lagrange, e 
ôr é o incremento obtido da equação 
r----"2 dF I <po ~ dr ôr • (3.16) 
r=r 
s 
Uma vez satisfeito isto a interpolação é realizada para os coefi-
cientes g(r) e H(r) nos intervalos ôr e i~ para alguns pontos a~ 
teriores e posteriores de r • O método de·quarta ordem de Runge -
s . 
Kutta é suficiente para solucionar a si-stema de equações (3 .10) e 
(3.11) , com os coeficientes interpolados. Terminada a resolução 
nesta região de sigma- singularidade, volta a utilizar o método 
de preditor - corretor. 
Os primeiros testes foram realizados passo a passo com 
a Eq. (2.27) de confinamento cilÍndrico. Baseado nos dados de Goe-
dbloed e Hagebeuk(l972) foram obtidas as autofunções, r~ , e 
r 
autovalores , r , no campo de Lundquist, VxB = aB . 
os 
Uma atenção especial foi dispensada na expansão e na a-
nálise em região de r ~ O. 
Verificou - se numericamente a propriedade Sturmiana da 
equaçao de Euler-Lagrange com efeitos toroid~is 
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4 ESTABILIDADE MAGNETOHIDRODINAMICA DE PINCH LINEAR DIFUSO 
Um dos problemas relevantes ' a fusão termonuclear con-
trolada é o problemada estabilidade magnetohidrodinâmica de pin-
ch linear difuso que após o trabalho de Newcomb(l960) teve um a-
vanço considerável. Diz - se difuso no sentido de que a corrente 
de plasma é espalhada e, por contraste , designa - se pinch abruE 
to quando a corrente no plasma está localizada numa camada extre-
mamente fina • 
Neste capitulo,vários tipos de instabilidades de pinch 
linear difuso são tratados . Na próxima seçâo uma classificação 
de instabilidades e dada e na Sec.(4.2) uma explanação detalhada 
de instabiliades de modo kink, m = 1, é mostrada . 
4.1 CLASSIFICAÇÃO DE INSTABILIDADES 
Durante·o progresso na pesquisa de confinamento de pla~ 
mas de alta temperatura , vários tipos diferentes de instabilida-
des foram encontrados. De uma maneira geral elas podem ser elas-
sificadas em dois grupos : instabilidades macroscópicas e micras 
cópicas • O primeiro trata dos fenômenos em baixas frequências e 
I . 
comprimento de ondas longas em que os valores médios dos movimentos 
de particulas dentro de plasma são importantes,ou seja, o plasma 
é considerado um fluido de uma , duas ou mais espécies .As insta-




plasmas e, em particular , equaçoes de magnetohidrodinâmica. 
As instabilidades microscópicas são instabilidades que 
surgem devido a peculiaridades na função de distribuição no espa-
ço das velocidades, portanto o fenomeno é geralmente tratado por 
equações cinéticas , tais como , equaçoes de Vlasov -Maxwell. Um 
exemplo clássico de instabilidade microsc6pica é a instabilidade 
de duas correntes. Tais ipstabilidades surgem quando existem ve-
locidades médias diferentes entre duas espécies de partículas ou 
entre duas ou mais facções de partículas de mesma espécie. Um ou-
tro exemplo de grande importância que pode ser classificada como 
instabilidade microscópica é a instabilidade ciclotrônica dos íons 
Entre vários tipos de instabilidades macroscópicas, os 
mais bem conhecidos são as instabilidades de troca, inter>change , 
ou de estria ,flute, e as instabilidades de mangueira de bombe-
iro, firehose.São tratadas e estudadas· com um cuidado especial d~ 
vido a sua prôpria natureza de alta destrutibilidade de plasmas. 
Define - se um pinch puro como aquele em que o plasma 
colunar é comprimido radialmente pelo campo magnético induzido p~ 
la 'própria corrente ao longo do plasma. Um pinch puro é extrema-
mente instável. Para ter melhor estabilidade ·campos longitudinais 
estabilizantes são aplicadas externamente . O resultado é um cam-
po helicoidal que comprime e confina,ou,só confina um plasma colu 
nar e o termo pinch foi generalizado para expressar este sistema. 
Em sistemas toroidais os campos longitudinais têm mais 
um papel importante, o de campo equilibrante. Poi!õ só se conse-
gue o equilíbrio de um plasma toroidal se este campo for alto, da 
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• 
ordem de 90% do campo total ou maior em casos de plasmas de se-
ção quase circular. Embora o campo longitudinal seja equilibrante 
persiste ainda uma série de instabilidades . 
Em sistemas cilíndricos é natural representar as pertu~ 
-+ bações sobre um equilíbrio, ~ , que expressam os deslocamentos 
de elementos de plasma, em coordenadas cilindricas (r, e, z) e a-
.lém da de.Pendência temporal t • Estes deslocamentos podem ser re 
present'ados como uma superposição das componentes de Fourier na for 
ma t<r,e,z,t) ~ (~ (r),~e(r),~ (r))exp{i(me+kz-wt)l . A quanti-
r - z 
dade k é o número de onda toroidal que caracteriza a periodici-
dade da perturbação ao longo do eixo e está relacionada com o com 
pr.j.mento de onda da deformação, À , por k. =. 2 ~ • O coeficiente m 
é denominado modo azimutal da perturbação e determina a periodici:_ 
dade na direção e . Quando 8 -+ muda de 2.~ , ~ deve volta r ao 
seu valor inicial, portanto m possue valores inteiros , m = O , 
_:!), :J::2, ... Mais adiante serão discutidas as instabilidades de-
vido a estes modos. A dependência temporal da perturbação é dete~ 
minada resolvendo a equação lineariza?a de perturbações. Pelo fa-
to do operador de força, Eq. (2.17), ser auto-adjunto para o caso 
de MHD' ideal ,w 2 é real, e, consequentemente, w pode ser real ou 
imaginário puro. Se w for real, então a amplitude da perturbação 
é limitada, i.e., o pinch é estável. No caso contrári6, w imagin~ 
rio, pinch é instável. 
Num caso idealizado de um pinch abrupt0 a corrente flue 
somente na superfície do plasma 1 o campo magnético azimutal,B 0 
só existe.fora do plasma c o campo lon-gitudinal, B 
z 
, é constan-
te dentro c- fora do plasma. Supõe - se agora que não exista· cam 
r-
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po magnético no interior do plasma. O campo e a corrente produzem 
a força jxb na superfície dirigida para dentro, de tal modo que a 
pressao do campo na superfície contrabalança a pressão de plasma, 
obtendo-se assim oequilibrio.Como as linhas de fôrça são convexas 
onde o centro da curvatura está no interior do plasma, o equilí-
brio assim obtido é instável( Rosenbluth e Longmire(l957) 
O primeiro tipo de instabilidades é a perturbação incom 
pressível com m=O e k t O .. Na região onde a coluna de plasma é 
contraída,devido a perturbação~ exp(ikz), há um aumento de pres-
sao magnética, pois B 8 ~ l/r . Este aumento não é contrabalanceado 
com um correspondente aumento na pressão de plasma, por que a peE_ 
turbação é incmnpressível. Então a contra·ção aumenta, resultando 
em um aumento maior na pressão magnética sem ser contrabalanceada 
pelo aumento-da pressão de plásma. O proc~sso evolue até que um 
efeito não linear pare a instabilidadé,ou1 que a ruptura da coluna 
ocorra. Este tipo de instabilidade é denominado instabilidade de 
salsicha. 
A instabilidade pode ser estabilizada aplicando - se um 
campo longitudinal B dentro do plasma. Considera - se que 
z 
este 
campo é uniforme no interior do pinch e e nulo na parte externa 
do mesmo. A variação da pressao magnética devido a este campo lon 
gitudinal e oposto à variação da pressao produzida pelo campo Be 
e, consequentemente, Bz pode eliminar as instabilidades do tipo 
de salsicha. A condição de estabilidade é dada por Kadomtsev ( ... 
1966) pela relação 
B2 
o 
> --2 ( 4 • 1) 
I-. 
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A perturbação de modo m = 1, denominada de instabilida-
de kink, corresponde a um deslocamento radial da coluna de pinch 
·e,combinado com o modo k a coluna do plasma se deforma de manei 
:?:a helicoidal Na região encurvada, a densidade das linhas de 
força ao redor da coluna é maior no· lado concavo do que no ladq 
convexo da coluna , e, consequentemente, o campo magnético azimu-
tal, B9 , exerce uma pressão,magnética mais intensa no lado cônca 
vo e tende a aumentar a curvatura. A estabilização pode ser fei-
ta com um campo magnético longitudinal, Bz , dentro do plasma. O 
encurvamento deste campo produz uma tensão magnética que age como 
uma fÔrça restauradora contra a de~stabilização produzida pelo 





que a seguinte condição de estabilidade 
( 4 • 2) 
nao é efetiva para estabilizar as perturbações de comprimento de 
onda longa , mesmo para campo magnético longitudinal muito inten-
so. 
Por esta razao há duas possibilidades para estabilizar 
a instabilidade kink: (a) colocando uma parede metálica conduto-
ra ao redor do vácuo ,ou(b) superpor um campo magnético longitu-
dinal externo. 
Quando o pinch se desloca, no caso (a), o fluxo magné-
tico entre o plasma e a parede condutora não muda porque as lin-
has de força não podem penetrar no metal. Se a coluna de plasma 
move para perto da parede, as linhas de força sao comprimidas 
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causando um aumento da pressao magnética· ,de modo que surge uma 
força restauradora que estabiliza a instabilidade. Se, porém , o 
raio da parede condutora for muito maior do que o raio da coluna 
de plasma,o comprimento de onda de perturbação suficientemente p~ 
queno em relação ao raio da coluna.de plasma, então as linhas de 
f6rça não são comprimidas apreciavelmente de sorte que a f8rça 
restauradora não é suficiente para estabilizar o kink. Uma análi-
se detalhada mostra uma relação entre o raio da parede condutora, 
b , com o raio da coluna de plasma,a, para que todos os comprime~ 
tos de onda sejam estabilizadas( Taylor(l957) 
b < 5a •. ( 4 . 3) 
No caso em que exista um campo magnético longitudinal 
externo, caso (b) , a estabilidade decresce. Isto está associado 
com a mudança na geometria do campo magnético. As linhas de força 
fora do pinch são helicoidais e o pªsso desta hélice é dada pela 





Entre várias perturbações pode existir uma que o comprimento de o~ 
da de perturbação coincide com o passo do campo magnético helico-
idal. ·A deformação deste tipo resulta numa distorção mínima do 
campo fora do pinch(distorção incompressível). Pode - se dizer que 
o plasma se move entre as linhas de força sem distorc~ - las.Lon-
ge da superfície do pinch o campo não é perturbado. Na prática o 
passo não pode exceder o comprimento L do próprio pinch. A cond~ 
ção de estabilidade leva ao valor crítico da corrente de descarga 





( 4 • 5) 
Se a corrente de descarga excede este valor critico então a insta 
bilidade surge. Este resultado foi encontrado independentemente 
por Kruskal ct aZ.. (1958) e por Shafranov( 1957) . A corrente cri-
ti c a é sempre denominado de limite de Kruskal - Shafranov.No 
' Cap.5 este critério sera novamente abordado quando será tratado o 
sistema toroidal. 
Até aqui,os casos tratados representam uma extrema ide-
alização. Se se tormar em consideração o sistema de pinch com co~ 
torno difuso entãoo critério de estabilidade dependerá essencial-
mente dos perfis de distribuição de corrente , dos campos magne-
ticos e da pressão de plasma sobre a seção do pinch. 
A ~stabilidade de ~ pinch difuso pode ser melhor inves 
tigada por meio do principio de energia _que leva a equação de Eu-
ler. Esta equação é singular nos pontos r = r s ·, onde a quan tida-
de F da eq. (2.28) se anula, ou , ~(r) = -k/m. Uma expansão da e 
quação de Euler ao redor de tais pontos leva ao critério de Suy-
dam (1958), 
onde r e a 
ª-E+ dr 
distância ao 
rio,como foi derivado 
> o ' 
eixo do pinch 
por Suydam,é 
( 4 • 6) 
~ 
Be 
Este crité e ~ 
rBZ . 
so uma condiçêio necessa 
ria , Newcomb(l9GO) formulou por minimização da -> W(f,}acon-
dição necessária e suficiente para a estabilidade. A minimização 
com respeito a c0 e Ez reduz W na forma quadrática em somente 




Opinch é estável para todos os valores de me k se e somen-
te se é estável para m = 1, -®< k< +® e para m = O no limite 
'tpara k -+ O • 
Na teoria de estabilidade ~ a, o critério de Suydam nao 
possue seu sentido próprio, pois a ·equação de sigma - Euler não 
é singular para r = rs ( Goedbloed e Sakanaka (1974-I) ) . Nesta 
referência, os autores têm aVentado que tal critério é uma condi 
çao necessária e suficiente para a estabilidade cujos modos es-
tão suficientemente localizados na·s direções perpendiculares ao 
campo magnético. Tal localização é obtida pela superposição de 
modos com o numéro de nós em direções radial, ns , azimutal, m,e 
longitudinal, k. Na Fig.~4.1) díferentes autofunções são mostr~ 
das para m = 1 com vários números de nós para um perfil de equi-
llbrio que e Suydam estável. Fixando ns (ns = O) e aumentando m 
obtem - se uma sequência de autofunç-ões como e mostrada em Fig 
(4.2) A dependência da razão de crescimento de instabilidades, 
Y, em ns em é mostrada nas Figs.(4.3)-(4;4). A razão de cresci 
mento é uma função decrescente de ns , de acordo com a proprie-
dade Sturmiana. A outra evidência, como mostra a Fig.(4.4) é 
que o Y aumenta, inicialmente, quando m cresce e o pinch é 
-estável para m >> 1 , pois, o critério de Suydam é um critério 
necessário de estabilidade para m -+ ® • De maneira usual a ra-
zão de crescimento de instabilidades e urna função decrescente de 
m, tal que na análise de estatilidade tem que só testar para mo-






















P (r) =.02 exp [to.?-32.r4] 
1.1 (r) =:t exp [ -3.r2+ I. r4 ] 
R =lO. m=l n=-1 a=.2 
ns=Q 0 =2.0 X 10-3 
ns =I. 
-3 o =1.108x 10 
_j 
ns = 2. _3 ô =.7525xl0 
ns=3. _
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Fig. 4 .. 1 Modo c~ntral para nGrnero de n5s crescente. 
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.O .5 r 
Rc=20 
n =-I 
flo =.068 . 
- -4 o = 9.15x 10 
Rc=20 
n ::-I 
flo = .068 
= 2.02x 10-2 ~ 
Rc= 20 




Fig. 4.2a Perfis de auLcfunçôcs (,r p.:~r.:-t modo klnk 
















J-1 0 =.068 Ô =4.83xl62 
R =20 c . 
n =-I 
1-1 0 =.068 Y' -2 o = 3.L:f6x lO 
Q ---------------= ------
.0 .5 r I. 
Fig. 4.2b Perfis de QUtofunç6es rr para modo kink 



















f-! 0 =.068 
Q' =4.83xl62 
R =20 c . 
n =-I 
f-! 0 =.068 
"' -2 u = 3.Lf6x lO 
o. ---·------ ____ __.;.._--::_ ---------
.0 .5 r I. 
Fig. 4.2b Perfis de autofunç6es rr para modo kink 
interno com m = 4,5 c 6 e ns = O. 
-4 
lO 
o 2 3 4 5 
ns 
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Fig: 4.3 Razão de crescimento de modo central versus 
































Razão de crescimento de modo kink 
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4.2 INSTABILIDADE KINK : MODO M = 1 
As perturbações de modo azimutal m=l sao denominadas mo 
do kink e a sua estabilidade foi objeto de numerosos trabalhos de 
pesquisa. Na seção anterior,descreveu - se o mecanismo pelo qual 
o modo se torna instável e a maneira de como estabilizá - lo.Nes-
te !tem,-o modo kink é analisado com mais cuidado. E-classificado 
em três classes o modo kirtk interno, o modo kink central e o mo 
do kink externo. 
O modo kink interno foi previsto teoricamente por Sha-
franov (1970) em tokamaks de baixo-s. Define - se B a razão en-
tre a pressão cinética , p = 2nkbT , do plasma com a pressão do cam 
po magnético, 
Designa - se baixo - B aos valores menores do que 0.01 e alto - B 
,aos valores correspondente entre O .1 a 1 .• O (máximo valor possi-
·vel) 
Esta instabilidade SE caracteriza principalmente pelo 
rB 
fator'de segurança q(r) ( ~ R ~ l ser monotonicamente crescente 
-+c e 
e pelo vetor de deslocamento ~ ser constante para r ~ rs e zero 
para r > r 
s 
O ponto r c o ponto de singularidade-
s 
onde 
q(rsl = l .·A instabilidade é possi 
vel só por causa da presença de ponto singular , por isso a 
instabilidade não ocorre para qmin(r) = q(O) > 1. Estas considera 
çoes teóricas foram cn<""ontrados "numericamente como mostra a Fig . 






(4.9::>) • os perfis de equilíbrio,pressão,p(r), o inverso do pas-
so das linhas de campo magnético helicoidal, ~(r) ,e a densidade 
de corrente longitudinal, jz(r), se caracterizam por serem monoto 
nicamente decrescente. 
Experiências recentes em ST tokamak de Princeton( Goe -
·ler et aZ. (1974) ) mostram que um modo instável pode ocorrer qua!!_ 
do o fato.r de segurança cai abaixo de unidade na vizinhança do el 
xo magnetico. As medidas das características desta instabilidade 
estão de acordo com as previsões teóricas do modo kink interno. 
Um outro modo kink,o que foi denominado de modo kink 
central e mostradonaFig.(4.5a) Este modo possue as mesmas 
propriedades de modo kink interno; no entanto, o ponto singular 
rs está localizado muito próximo do,ou sobre o,eixo magnético, e 
q(r = O) = 1 + e, onde e e pequeno. Este modo instável tem surgi-
R -
c do para -- < 15 em contraste com o modo kink i~terno que só apa-
a R 
c 
rece para a > 15 ,para os perfis de equilíbrio considerado. 
• Finalmente, o terceiro modo kink aparece para um equilf 
·brio de tokamak de alto -8 (Sakanaka ~ Goedbloed(l974-II)). Este 
modo instável é obtido para perfis de ~(r) crescente. Tais confi-
gurações têm distribuiçÕes de corrente diferentes daquelas de um 
tokamak de baixo -B • Num tokamak de baixo -B a corrente longitu-
dinal é alta no eixo afim de criar um perfil de ~decrescente com 
bastante cizalhainento das linhas de fôrça para a estabilidade.Em 
tokamak de alto-B,o cizalhamento necessário é criado de maneira 
oposta,isto é,pelas densidades de corrente baixas no eixo e altas 
na região exterior. A Fig. (4.6) mostra o perfil de equilíbrio que 
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Pl:'r)= 02 exp [-32r4 ] 
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t'~g. 4.6 Perfil de tokam.,,k alLo - s. B~.l . (a) 
}X·rf~l do pZl.~;s? magnético helicoidal 
11. (b) per( is ela~ dcn.3 i cJadc~; de corre!_)_ 
- tes torohl.:1l',Jz, c poloicl...tl,.J 0 . (c)pc>!:. 
fis dos campos m.:uJn(!ticos toroidal,Bz' 





é mais ou menos uma imagem oposta daquele de um tokamak de baixo-
-B.Pela sua característica,a instabiiidade de modo m=l para toka-
mak de alto-S é denominado de instabilidade de modo kink externo. 
A estabilidade de tal configuração foi primeiro mostra-
da para um modelo de contorno abrupto com uma função de 11·(i:·) ( Se-: 
huurman et a/.. (1969) ) .Num sistemàe pinch dl.fuso como da Fig. (4.6) 
uma prova tem sido dada para, a instabilidade de modo kink segundo 
a crual o pl.nch sempre será instável se o perfil de 11 possue um 
mínimo Robinson( 1971) ). E_ uma. classificação de perfis de e-
quilíbrio de estabilidade -a foi dada por Sakanaka e Goedblo-
ed (1974-II). 
Concluindo, uma discussão detalhada dos resultados nu-
méricos para a instabilidade de modo kink interno e central será 
o objeto do próximo capítulo. 
I 
I 
5 ESTABILIDADE DE PLAS~~ TOROIDAL 
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O sistematoroidal~o tipo tokamak é de grande interesse 
do ponto de vista de confinamento de plasma de alta temperatura 
por um campo magnético. 
O tokamak.foi concebido por L.A.Artsimovich na Rússia, 
' em 1964 . Um tokamak possue um campo magnético toroidal intenso 
produzido por um enrolamento externo e um campo poloidal produ -
' 
zido por uma corrente no pr6p~io plasma na direç~o longitudinal. 
·Em tokamaks, o mais recente valor para o produ to de 
l 3 
densidade com o tempo de confinamento de energia chegou a 2xl0 
cm- 3seg. em Alcator( Fusion Forefront(l977) ). Este novo valor 
l 3 
recorde está a menos de um pequeno fator do valor de 6xl0 re-
fer±do como critério de Lawson para a igniç~o de fus~o. 
5.1 ESTABILIDADE DE TOKAMAK DE BAIXO B 
Para estudar a estabilidade de um tokamak é necessário 
que se faça primeiro o estudo de equilíbrio de um sistema toroi-
·dal e ent~o o da estabilidade. 
A condição para equilíbrio toroidal envolve a prcssao 
e a magnitude do campo magnético poloidal, B . Entretanto nao 
existe uma limitaçiio fundamental do valor de B cm equilíbrios t.Q 
roidais. Por considerações pr5ticas·se coloca um limite convcnien 
temente escrito como· (Callcn c Dory(l972) 
• 
':i 
onde A e a razão de aspecto de toróide, e 




( 5 .1) 
( 5. 2) 
Este resultado parece bastante plausível pois ele expressa o fa-
to de que o campo B 8 , o qual é comprimido contra a parede, seria 
suficientemente grande para contrabalançar a força de expansão do 
plasma toroidal. 
O principal efeito estabilizante da geometria toroidal 
é a eliminação dos modos m = 1 com comprimento de onda maior do 
que o perímetro do toróide . Esta eliminação pode ser verificada 
ao introduzir a condição de periodicidade( Kruskal et al. (1958) 
( 5. 3) 
onde n é o número.de onda tproidal e R é o raio maior do torói-
c 
de. 
O limite de Kruskal- Shafranov para tokamaks de baixo -
- $ (a máxima corrente toidal admissível para a estabilidade em 
conexao com a helicoidicidade das linhas de campo magnético ao re 
dor do eixo magnético) resulta da aplicação da condição de perio-
dicidade, e e expressa por 
I ~R c I < 1 ou ( 5. 4) 
Desde que 11 está relacionado com as correntes superficiais ,esta 
condição coloca um limite ao corrente total I 
c 
fluindo na di.re-
ção toroidal . Em tern~s da corrente I 
c 




r 2 B 
z 
< 1 .. 
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(5. 5) 
"Esta restrição na corrente toroidal é prejudicial para tokamaks 
porque limita a temperatura a ser obtida por meio de aquecimento 
ohmico Não é óbvio que o valÕr de ~ deve ser substituído na Eq. 
(5.4) para uma configuração difusa.No entanto, em geral, tona- se 
o valor de ~ no centro magnético do plasma. E-necessário enfati -
zar aqui que esta limitação se aplica.só tokamaks de baixo-S • 
Em vez de tomar a condição de periodicidade, a análise 
da.estabilidade será mais completa se .considerar a geometria to-
roidal. 
A curvatura toroidal é importante para modos localiza -
dos. Isto é evidente pelo critério de Suydam generalizado para um 
plasma toroidal. Esta generalização foi obtida primeiro por Mer-
cier (1960) A representação mais clara deste critério como dada 





l - q ) > o . ( 5. 6) 
No limite cilÍndrico, R + • , resulta que q 2+ O e o critério 
c 
se 
reduz ao de Suydam para plasma cilíndrico: Como em maioria dos ca 
sos , p' < o , o critério de suficiência para estabilidade contra 
os modos m t O é obtida, 
( 5. 7) 
Perto do eixo magnético este critério é necessário por-




segundo termo se p' (r+O) « r. E-importante notar que neste caso 
o critério de estabilidade expressa em (5.7) pela curvatura toro 
idal é independente da magnitude de p'. 
Um fato curioso deste critério é que ele coincide com 
o limite de Kruskal- Shafranov, Eq. (5.4), embora tenham sido de 
duzid os com considerações completamente diferentes. O critério 
acima só vale para plasma toroidàl cujas superfícies magnéticas 
sejam circulares. 
No limite cilíndrico o critério de Mercier - Shafranov 
- Yurchenko , (5.6) , se reduz ao critério de Suydam dada pela de 
desigualdade (4.6) , a qual é expressa por 
S > O para a estabilidade ( 5. 8) 
onde a S é a função de Suydam expressa por 
s = 1 + ~(~,) 2 • 
rB 11 · 
( 5. 9) 
z 
Embora.este critério fora deduzido ao caso cilÍndrico, verifi-
cou-se q~e continua importante no caso toroidal. Em um toróide , 
' 
S > O ou S < O resulta em modos instáveis com comportamentos 
diferentes. O critério (5.9) é válido para o. caso de p' (r+O) oc r 
mas nao o é para p' (r+O) « r3 . 
Se p' (r+O) oc r 3 então um novo critério rege a estabil~ 
dade. Este critério foi derivado por Galvão et al. (1977) e é ex-
presso por 










,a é o raio da coluna de plasma e a 4 é 
• o coeficiente 
r 4 
a4 ( -) } 
r 2 do perfil de pressao dada por p(r)=p {l+a 2 (-) + o a 
a 
5. 2 CRITt:RIO DE COMPARAÇÃO, 
O principal objetivo deste trabalho é verificar como a 
toroidicidade afeta a estabilidade de modos instáveis de um to-
kamak de baixo - S 
Para que isto possa ser feito, e necessário variar um 
certo parâmetro característico da toroidicidade, como por exemplo 
o raio maior do toróide R , e determinar a variação da 
o 
razao 
de crescimento. Sendo A= R /a e k=n/R , a variação de R im-
a c , c 
plica na variação de A e também na variação de k ou n de-
pendendo.do que fixar seja n ou seja k . Há então dois casos a 
serem considerados. 
(a) VARIAÇÃO DE R
0 
COM n FIXO 
Neste caso o número de ondas inteiras ao longo do to-
róide é mantido fixo e variando R , Fig. (S.la) . Uma versao di 
o . 
ferente é manter R constante e variar o raio menor a , como na 
c 
Fig. (S.lb) , mantendo n fixo A comparação é a mesma nestes 
dois casos, exceto que como o tempo de Alfvén, a/VA, varia pro-












'Fig. 5.1 Critério de comparação. Variação de R com 
c 
n ~ixo. (a) e (b) comparação entre tor6ide 
' 
"gord,o". CO~ O tor6ide "magro", Se.ndo (a) DOE_ 
· malizado para a;=l e (b) normali~ado para 





zar o tempo. Normalmente as razoes de crescimentos sao norma 
lizados em relação a este tempo característico de Alfvén, a não 
ser nos casos explicitamente citados no texto. 
Como se pode ver na Fig. (S.la e b) o limite de a ten-
der a zero o toróide tende a um anel unidimensional e nao conver 
ge a um cilindro. Portanto, nao se pode esperar que ao variar R 
a 
( R ~ oo ) ou a ( a ~ O 
a 
a razao de crescimento convirja ao va-
lor cilíndrico . ESta e chamado caso a.l ) a comparação entre 
um torÓide "gordo" de um toróide "magro". 
Entretanto, pode - se também comp·arar um toróide com 
um cilindro truncado com comprimento igual a 2fR contendo 
a 
o 
mesmo número de ondas n , Fig. (S.lc) • Esta (chamado caso a.2) e 
a comparaçao entre um toróide e um "toróide linearizado" . 
(b) VARIAÇÃO DE R. COM k FIXO 
a 




~ oo » significa em t~ 
mar um pedaço de toróide contendo uma onda e grcdualmente indir~ 
l.--
itá- lo até se tornar reto, Fig.(5.2) . No limite de R tendendo 
a 
a infinito o toróide se torna um cilindro. 
A diferença fundamental entre este caso e o anterior 
reside no fato de que no limite de R ~oo a relação entre o compr~ 
a 
mento de onda e o raio maior R se torna zero. roo caso (a) , es-
c 
ta relação é constante. Se esta relação se tornaur zero , o "torói 
de se reduz a um cilindro como no caso (b) , o ·IJIUe nao acontece 
no caso (a). 





Fig. 5.2 Critirio de comparaçao. Varia~io de Rc 
com k fixo. Debaixo para cima ,uma onda 




deslocamento .do máximo valor da razao de crescimento , y= y (nq), 
quando se:varia a'razão deaspecto,A comparação deve ser feita en 
tre os máximos e não entre y(nq) para lnql fixos. t-importante 
também considerar o espectro instável y(nq).determinado sem va-
riar o cisalhamentó, ou se já, a derivada. logarítmica de 11 • 
5.3 VARIAÇÃO DE ESTABILIDADE COM A RAZÃO DE ASPECTO COM n FIXO 
Nesta e na próxima seçao serao apresentados resulta-
dos numéricos da resolução da equação de Euler - Lagrange dada 
pela equação (2.51) com condições de contôrno (2.53). Foram es-
tudadas as variações da razao de crescimento de modos instáveis 
variando o . A mas fixando n •(seção .5 .3) ou fixando k ( seçao 
5. 4 ) • 
Nesta seçao o Único valor do n estudado foi n = -lpor 
ser este· o modo m.ais importante. Este modo possue somente um 
comprimento de onda ao longo do eixo toroidal. Foram considera-
dos os modos kink.central e kink interno que· possuem comporta-
mento bastante diferentes frente a variação da razão de aspecto. 
No caso de kink central observou - se que há uma dif~ 
rença de comportamento dependendo do sinal da ·função S ,porta~ 
to,· foi investigada as estabilidade dos equilíbrios com S > O e 
s < o • 
Num equilíbrio em que S > O o. perfil de pressao pode 
ser expresso por p + ar 2 + Sr 4 onde 
o . 
a > O na vizinhança de 
L_ 
J - 54 
r = O. Isto se consegue fazendo p 
Se o perfil de pressão for dado com P 2>0 , então a função de 
Suydam é negativa na vizinhança de r=O • 
Os perfis de pressão e de ~(r) que resultam S > O e 
P 2 = O são apresentados na Fig. (5.3a) . Os perfis das densida-
des de corrente toroidal, Jz , e de poloidal,J6 , sao apresen-
tados na Fig. (5.3b). Os perfis dÓ campo magnético toroidal,Bz' 
( constante ) e do poloidal , B8 , 'são mostrados na Fig. (5.3 
c). Neste caso o critério de Mercier-Shafranov-Yurchenko nao 
se aplica para r ~ O . 
O teorema de estabilidade -a cftado na seçao (2.1) 
fornece uma maneira prática de encontrar as regiões de estabi-
!idade e razão de crescimento para dados valores de 
m = 1 ., em termos de lnql no eixo magnético , onde 
w = ~(O) 
o 





A Fig. (5.4) mostra as razoes de crescimen·to y do mo 
do kink central em função de lnq(O) I para várias razões de 
. aspecto. 
Os máximos de y decrescem quando aumenta a razao de 
aspecto ao mesmo tempo em que os pontos de máximo se deslocam 
para a direita aproximando - se de unidade. O modo fica a-es-
tável para valores de R superiores a 
c 
' -3 15, onde a =10 
Embora tenha-se dito na seção 5.2 que no caso de n 
fixo o limite de R tendendo a infinito não significa que o 
c 
toróide se aproxima a um cilindro, é muito interessante notar 
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.5 . r I. 
Fig. 5.3' ·Perfil. de tokamak baixo-S . s~.Ol • (a) 
perfis de press3.o,P, e do inverso de pa~ 
·so magnético hclicoj_dal, 1-1 • (b) perfis dLis 
densidades de correntes toroidal,J , e po 
z -
loidal,J 0 • (c) perfis dos campos magn6ti-
cos .toroidal, ~z, c poloidal, n 6 











Fig. 5.4 Razão de crescimento de modo kink 
.central versus q no eix·o magnético 




J 57 _r 
em (5.10) é aplicável para os perfis de equilíbrio em estudo.Con 
forme este critério o modo kink central é estável no cilindro . 
Este fato foi verificado numericamente quando foi testada a esta 
bilidade deste equilíbrio no programa cilíndrico, para valores 
de q(O) próximos de um para qual"quer valor de k • 
No caso do kink interno [q(O) [ < l,a sigma - singula-
ridade , rs , aparece na região de máxima derivada do perfil de 
pressao. O comportamento do kink interno, quando varia a razão 
de aspecto , é diferente daquele do kink central . A instabili-
dade começa a aparecer em Ba ~ 15 e aumenta ao aumentar o Ba. 
Os perfis das razões de cresc.imento para várias ra-
zoes de aspecto são mostrados na Fig. (5.5) e nota - se uma a-
centuada variação de .Ymax em termos da razão de aspecto e au-
menta quando B aumenta . Os seus ·máximos estão localizados na 
a· 
vizinhança de fnqf = 0,57 . 
A natureza de efeitos toroidais sao melhor verifica-
dos nestes resultados pela Fig. (5.6) . Neste gráfico são colo-
cados os ymax da sua respectiva razão de aspecto. Percebe-se 
melhor que no modo kink central para um toróide mais gordo ele 
é mais instável diminuindo à medida que o efeito toroidal di-
minui. No entanto, o modo kink interno é estável para um toró-
ide com maior toroidicidade e instabilidade cresce quando o 
efeito toroidal diminui . 
A outra maneira de avaliar a toroidicidade é fixar 
[nqf.Tomaram-se perfis que tenham S >O e S <O e em fnq[=l 

















Fig. 5.5 Ra~ão de crescimento de modo kink 
-interno versus q no eixo magné_tico 


































A 30 40 
Fig. 5.6 Razão de crescimento máxima versus razao 
de aspecto para modo kink central(linha 
con.tínua) e para modo kink ·interno (linha 
. tracejada). 
• 
_ 60- r 
aspecto, Fig. (5.7) . A razao de crescimento de um perfil com 
S > O, P 2 = -10, linha mais cheia, é ligeiramente maior em A=5 
do que aquele perfil de equilíbrio também S > O ,P2 = O. Na-
-3 quele y decresce atingindo logo um valor constante,y~l,78xl0 . 
E neste o y decresce rapidamente para ser estável em A > 15 . 
Os cálculos realizados com programa desenvolvido para equaçao 
de Euler- Lagrange de um plasma cilíndrico,Eq. (2.27), mostra-
raro serem estes perfis estáveis neste - modo kink. 
As duas curvas restantes são os resultados do mesmo perfil 
S < O e 'p2 = 10. Uma delas, a curva tracejada, são os resu!_ 
tados das razões de crescimento de plasma torcida! que cresce 
com A e a outra curva é de um plasma cilíndrico de modos k 
( k = A-l ) . 
Nota - se que o efeito torcida! melhora a estabilida 
de fazendo a comparação entre dois toróides. No entanto a com-
paração feita entre um cilindro e um toróide percebe - se que 
um toróide com A = 5 é menos instável do que o seu equivalen-
te cilÍndrico com modo k . Aumentando A ,ou seja,k diminui!:!_ 
do, o· toróide se torna mais instável do que sistema cilíndrico. 
5.4 VARIAÇÃO DE ESTABILIDADE COM A RAZÃO DE ASPECTO COM k FIXO 
Aqui será analisado o efeito toroidal na estabilidade 
pelo caso(b) do critério de comparaçao. 
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A 
Razão de crescimento de modo kink central 
versus a raz~o de ·aspecto em jnql =l para 
vários perfis de pressão dada por 













Ra obtem - se o valor de k constante, ou seja, o comprimento 
de onda de perturbação é constànte. Serão estudados modos kink 
interno e central separadamente pois eles têm comportamentos di 
ferentes. 
Tomando o modo k = -0,33 para um perfil de equilíbrio 
dado na Fig. (5.3) , a variação da razão de crescimento para mo-
do kink interno e mostrada para vários valores de R e de n 
c 
na Fig. (5.8) em função de lnql. 
Na Fig. (5.9) está mostrada a variação dos máximos das 
razoes de crescimento em função das razões de aspecto. Observa-
- se que os ymax crescem quando se aumenta R e tende ao c c i-
lindrico R +oo . Isto foi verificado em todos os casos de 
a 
kink interno estudado. A conclusão e que a toroidicidade melho-
ra a estabilidade de· kink interno. 
O modo central foi estudado no caso de S negativo,pois 
neste caso, o critério de Suydam implica que o modo central e 
instável. em cilindro. Pode- se então fazer um estudo comparati-
vo como no caso acima. 
Um perfil de S > O, P2 = 10 , e tomado. No ponto de 
I nq I = 1 foram calculadas as razoes de ·crescimemlto para dados 
k = -0,1 e k = -0,2 variando a razão de aspecto. Na Fig. ( 
5. 6. ) pode - se observar que a razão de crescimento de plasma 
-3 -3 
cilíndrico para estes modos k são 0,44xl0 e 0,85xl0 , res-
pectivamente. A Fig. (5.10) mostra que para modo k = -0,2 o efe-
ito to-roidal melhora a estabilidade , o que nao acontece com o 
outro modo , k = -0,1 .-No entanto, ambos comv~gem para seu3 











Fig. 5.8 Razão de crescimento ~para modo 
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A 
Fig. 5. 9 Razão de crescimento .máximo pará m = 1_ 
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Fig. '5.10 Razão de crescimento para rondo kink 
central versu·s a razão de aspecto em 
lnql=l para.modo k=-O.l(linfu>a trace-
jada) e k=-0. 2 (linha contím,ua) . 
j 
• 
respectivos valores de yc ,razao de crescimento cilíndrico, de 
tal modo que o que era menos instável (ou estável) em toróide 
se tornou mais instável(ou estável) em cilindro. 
Normalizando a razão de crescimento toroidal em ter-
mos da razão de crescimento cilíndrico obtem - se as curvas mos 
tradas na Fig. (5.11). Observam- se que ambas tendem assintoti-
camente para um valor unitário em A ~ ~ 
5.5 CONCLUSÕES 
O principal resultado desse trabalho e a demonstração 
de que existem duas classes distintas de modos kink para tokama-
ks de baixo·- S • A primeira classe, b modo kink interno possue 
a razão de crescimento que decresce quando o efeito toroidal au-
menta. Este resulta confirma o de Bussac et al. (19"75) . A segu~ 
da, denominada de kink central, tem a razão de crescimento que 
cresce com o aumento do efeito toroidal, em contraste com os re-
sultados de Bussac . Há ,porém, um trabalho de Pao (1976) que 
mostra o mesmo comportamento que o kink central encontrado neste 
trabalho, ou seja, o efeito toroidal é desestabilizante. 
Um fato que ficou claramente estabelecido é o da exis-
tência de duas classes de kink com comportamentos opostos com 
respeito a efeito toroidal. 
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Fig. 5.11 Razão de crescimento para modo kink 
central dadas na Fig.S.iO normaliz~ 
da em relação a razão de crescimento 
cilindrico de mesmo valor de k . 
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interno se transforma em kink qentral de uma maneira contínua e 
a' sua distinção é difÍcil de ser feita. Neste caso o espectro 
não apresenta um máximo na região O < lnq- I < 1 portanto a com 
paraçao foi feita tomando o-valor de y em lnql = 1 . No caso 
do equilíbrio com S < O e P2 < O o modo kink central continua 
instável mas o modo kink"interno se torna estável. Estes casos 
serao melhor estudados como problema& futuros. 
Dando a continuidade a esse trabalho , planejam - se 
efetuar a pesquisa em três áreas: (a) 
tabilidade para o caso de a = O em 
2 
Dedução do critério de es-
2 4 
p~-p -a r -a r em um 
o 2 4 
sistema toroidal;(b)investigação de kink externo para tokamaks 
de alto beta , utilizando o mesmo programa de computador ; (c)a 
investigação dos modos kink do sistema toroidal completo sem fa 
zer a expansão em valores grandes da razão de aspecto. Este Úl-
timo trabalho seria o prosseguimento iniciado por Goedbloed ( .. 
1975) e contitui o trabalho da tese de doutoramento. 
Como sugestões para outras investigações citam - se o 
desenvolvimento de estabilidade - cr para um.plasma cilíndrico 
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